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ABSTRACT

We study the spectral multiplicity of unitary operators of L2(T)
defined by cocycles over an irrational rotation a. We prove that the
multiplicity is finite whenever the cocycle has bounded variation and we
give explicit bounds. For a cocycle given by an absolutely continuous
function ¢ on [0,1], we show that the multiplicity is strictly less than
max(2,] f ¢'(z)dz] + 1), which is optimal in the case ¢(z) = nz (where
the multiplicity is exactly n). The proofs are based on the representation
of the rotation as a “local rank one” transformation, which arises from
the continued fraction expansion of o.

1. Introduction

Soit T: x — z+a (mod 1) une rotation irrationnelle sur le cercle. On s’intéresse a
la. multiplicité spectrale des opérateurs de L?(T) associés & un cocycle, au dessus
de T, définis par

VeZurd:f = ezmd’foT,

oll ¢ est une application mesurable de T dans T qu’on appellera cocycle : on
considérera par la suite ¢ comme une fonction de Pintervalle [0,1], & valeurs dans
R. Ces opéralceurs apparaissent en théorie ergodique dans ’étude des produits
croisés de Anzai ([1]) sur Tx T

Ty(z,y) = (Tz, ¢(z) + ).
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En notant L,, le sous-espace L,, = {f(z)e®™¥, f € L*(T)}, on peut décomposer
L*(T x T) sous la forme

AT xT) =@ L.
nEL

Les sous-espaces L, sont stables par l'opérateur de L2(T x T) associé a T,
Ur,f = foly, et larestriction de Ur, a L, est unitairement équivalente & Vezirne .
L’étude spectrale de T, se ramene donc & U'étude spectrale de la famille des
opérateurs Vazirng.

Rappelons que la multiplicité spectrale d'un opérateur unitaire U sur un
espace de Hilbert H séparable est le nombre minimal (fini ou infini) d’éléments

f1s.- -, fon pour lesquels il existe une décomposition
H= @[Ua fnl-
n>0

[U, fn] désigne le sous-espace fermé cyclique engendré par f, sous U (& savoir
I’espace fermé de H engendré par les (U* f,)kez). On peut imposer de plus que
les mesures spectrales g,, associées aux f,, (et définies par 5, (k) =< U* f, fn >)
vérifient

On K op1 K- K 0.

o1 est alors équivalent au type spectral maximal o de U. Dans ce cas la suite
des mesures o, est unique & équivalence prés. Notons B, tel que o, ~ 1p, 0,
la fonction de multiplicité est la fonction de [0,1], & valeurs dans N, définie
o-presque partout par

+o00
m(t) =Y 1g,(t).

Il y a assez peu de résultats sur la multiplicité spectrale des opérateurs Vezirs,
alors que les propriétés du type spectral maximal sont mieux connues. Des
résultats classiques pour les translations ergodiques ([6]) montrent que le type
spectral maximal de ces opérateurs est pur : o est soit discrete, soit continue
purement singuliére, soit équivalente & la mesure de Lebesgue. De plus, la mul-
tiplicité est uniforme, et son étude est réduite a l'estimation d’une constante.

Dans le cas particulier d'un cocycle linéaire ¢(z) = nz, on sait que Vezure ad-
met un spectre de Lebesgue et une multiplicité égale & n : considérons les espaces
cycliques engendrés par les fonctions e%"*% pour k € N,_1, on vérifie facilement
que [Vezurs, €275%) est I'espace fermé engendré par les fonctions ( e?m(k+im)e) ;5.
On a ainsi une décomposition de L?(T) sous la forme d’une somme de sous-espaces
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cycliques dont les mesures spectrales sont toutes égales a la mesure de Lebesgue.
Remarquons toutefois, qu’on ne sait plus rien dés que n n’est pas entier.

De fagon plus générale, un article de S.C. Bagchi, J. Mathew et M.G. Nadkarni
([2]) donne la valeur de la multiplicité spectrale des V,,, lorsque ¢ est la restriction
au cercle unité d’une fonction intérieure : dans ce cas la multiplicité est finie
uniquement si la fonction est un produit de Blaschke fini, et égale au nombre de
ses racines dans le disque.

Plus récemment, dans [13], E. A. Robinson établit génériquement la simplicité
spectrale des produit croisés sur un groupe abélien, sous certaines conditions
d’approximation cyclique pour T. Ce résultat est amélioré par A. Iwanik et J.
Serafin dans [8], ol ces produits croisés apparaissent génériquement comme des
transformations de rang 1.

La nature du spectre a été étudiée entre autres par A. Iwanik, M. Lemanczyk
et D. Rudolph (|7]) qui montrent que les produits croisés de Anzai ont un spectre
de Lebesgue si ¢ est un cocycle assez régulier, dont I'intégrale de la dérivée est
non nulle. Tous les opérateurs Vezirng, pour n non nul ont donc un spectre de
Lebesgue, et il en résulte que la multiplicité spectrale de Ty (c’est-a-dire celle de
Ur,) est infinie. Cependant, comme I'avait déja remarqué A.G. Kuschnirenko
dans [11], il n’existe aucun résultat sur la multiplicité de chacun des opérateurs
Vezre, sauf dans les cas précédents.

Enfin, dans une perspective un peu différente (cf. [12]), J. Kwiatkowski et M.
Lemanczyk ont construit, & partir d’un sous-ensemble quelconque de N contenant
1, un cocycle au dessus d’une translation ergedique, tel que la transformation
associée ait pour valeurs essentielles de sa multiplicité exactement les éléments
de ’ensemble donné.

Ces résultats amenent a se poser les questions suivantes :

e Que peut-on dire sur la multiplicité de 'opérateur Veaurs si ¢(z) = Bz,
ou J est un réel quelconque?

e Plus généralement peut-on estimer la multiplicité sous une condition de
régularité pour ¢?

On va établir des conditions de simplicité spectrale, et plus généralement des
majorations de la multiplicité spectrale, d’autant plus fines que le cocycle est

régulier :

THEOREME 1.1:  Soit ¢ une fonction absolument continue de [0,1] dansR et § =
fol ¢'(t)dt. La multiplicité spectrale de I'opérateur Veaurs est finie, strictement
inférieure & |Bl + 1 si 8 est non nul. Si § =0, le spectre est simple.
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En particulier, dés que |8] < 1, Popérateur Vgz.-e a un spectre simple.

THEOREME 1.2: Soit ¢ un cocycle a variation bornée de T dans R, alors la
multiplicité spectrale de Via.ns est finie, majorée par max(2, %w Var(¢)).

Nous énoncerons plus loin des résultats plus précis dépendant de «, et plus
particuliérement de son développement en fraction continue. On donnera no-
tamment en fonction de o une condition de simplicité spectrale dans le cadre
du théoréme 1.2. Nous étudierons également le cas des fonctions absolument
continues par morceaux.

2. Préliminaires

Dans cette partie, on établit une méthode générale pour majorer la multiplicité
spectrale des opérateurs associés a un cocycle, au dessus d’une transformation
ergodique “de rang 1 local”, propriété qui sera définie plus loin, et que possedent
les translations ergodiques du tore. De facon générale, (X, B, u,T) désigne un
systéme dynamique mesurable, ou T est une transformation bijective bimesurable
sur lespace de Lebesgue (X,B,u), et u est une mesure de probabilité
T-invariante.

2.1 RAPPELS GENERAUX.

2.1.1 Multiplicité, lemme de Chacon

Le lemme énoncé ci-dessous constitue une caractérisation de la multiplicité spec-
trale d’un opérateur unitaire démontrée sous cette forme par R.V. Chacon ([3]);
nous l'utiliserons ensuite par I'intermédiaire du corollaire qui suit.

LEMME 2.1: Soit U un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert séparable H,
alors U a une multiplicité spectrale supérieure ou égale & m si et seulement si, il
existe une famille orthonormée (f1, ..., fm) de H telle que, pour tout sous-espace

cyclique Hy, on ait
m

> d*(fu, Ho) >m - 1.

=1
COROLLAIRE 2.1: S'il existe une suite de sous-espaces fermés cycliques (Hy)nen
et 0 < c< 1 tels que

Ty 2 <1-—
Iilllglngrfmd (f,Hp) < 1—¢,

alors U est de multiplicité finiem < 1/c.
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Remarque: Pour montrer la simplicité spectrale, il suffit donc de vérifier la
condition précédente avec ¢ > 1/2.

2.1.2 Simplicité spectrale des transformations de rang 1 local

La définition du rang 1 local qui suit est due & J.P. Thouvenot ([5]). On rappelle
qu’une tour associée a une transformation inversible T est une famille de parties
deux & deux disjointes de la forme (T9 B)o<;<#, ot B est un ensemble mesurable.
On appelle h la hauteur, B la base et chacun des T7B un étage de la tour.

Définition. Soit T une transformation bijective, bimesurable sur un espace
de Lebesgue (X, B, ), qui préserve . On dit que T est localement de rang 1 'il
existe une suite de tours (77 B, )o<j<h,,, vérifiant :

e (i) Il existe A > 0 tel que pu( U T'B,) — A
0<1<hn n—+00

e (ii) Pour toute fonction f € L*(X), ||f1U . TIB, T Tnfl|? —nst00 0,
1<hn

ol 7, est le projecteur orthogonal de L*(X) sur l'espace H, engendré par les
fonctions {17, g, }o<;<h,. Une suite de tours vérifiant les conditions précédentes
sera dite “adaptée”.
On notera alors a, = u(Br), An = hpan = u(lJ
: 2 _
fonction f dans L*(X), fp, = fong,«.n T3B. -

n

i<h, T7By), et pour toute

Un résultat de J. L. King ([10]) donne une majoration de la multiplicité des
transformations ergodiques de rang 1 local T, ou 'opérateur associé, U f = foT,
correspond a un cocycle constant :

PRrROPOSITION 2.1: Les transformations ergodiques de rang 1 local sont de mul-
tiplicité finie, inférieure ou égale a 1/\.

Rappelons le principe de la démonstration qui repose sur le corollaire 2.1. En
prenant comme suite de sous-espaces fermés cycliques les espaces H,, engendrés
par {17, },cz, on cherche & majorer d*(f, H,) indépendamment de la fonction
f de norme un. En fait on a d*(f, H,) < d(f, H,), et en écrivant d?(f, H,) =
|f =mnfl|? = 1—||mnf]|?, I'hypothese du rang 1 local montre que | 7, f| 2—| fn| 2
tend vers 0. 1l suffit donc pour conclure de montrer que

hp—1

: 2 _ 2 —
A = tim D [ itdn =

Nous aurons besoin pour la suite de résultats plus précis :
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LEMME 2.2: SiT est une transformation ergodique localement de rang 1, g une
fonction de L*(X) et § € [—1,1], alors pour toutes les suites d’entiers (a,) et (j,)
telles que |jn| < hy, et limy 1 oo jn/hn =9, 0n a :

an+in—1

lim d = 15|\ [ gdps.
Jim ]g /TJBngu II/Tg/L

Remarque: 1l s’agit ici d'une indépendance asymptotique des tours de la trans-
formation. Par ailleurs, comme la propriété est vraie pour toute suite (j,), la
différence (Z;;:Z"_l I8, 96~ Mjnl/hn [ gdu) converge uniformément vers 0
pour toutes les suites d’entiers (j,,) et (a,) vérifiant |j,| < h, pour tout n > 0.

Preuve: Posons ¢, = ZZ’"”L]"—I lpp, = 1uan+1n—lTJBn (car [jn| < hp), Clest
une suite bornée de L°(X). Il ’agit de montr(:rnque ¢, converge vers la constante
|6]X pour la topologie faible 0(L*°, L!). Soit ¢ la limite faible d’une sous-suite
¢, - Pour toute fonction g dans L'(X), on a

[ g sicrroo [ g0

Comme la mesure est invariante par T, on a [ g¢n, oTdit —r k400 [ gpoTdp. De
plus ¢nol — ¢n = lpantinp, — lTen B, , 00 p(T%"B,) = p(T*9»B,) = 0 et on
en déduit donc que [ g(¢oT — ¢)dp = 0. Ceci montre que ¢ est invariante par
T ; elle est donc constante et vaut || (en prenant pour g la fonction constante
1). Par conséquent (¢,,) admet cette seule valeur d’adhérence, ce qui montre sa
convergence pour la topologie faible* de L vers |§|A. 1

LEMME 2.3: Soit f une fonction de L?(X) de norme 1. Si T est ergodique
localement de rang 1, G une fonction intégrable au sens de Riemann sur [-1,1]
et (jn) une suite d’entiers telle que lim j, /h, = 6, o1t |6] < 1, alors

In \ Al8|
lim (/ fl du) G(jan) =/ G(t)dt.
n-++00 5 T2 B, | ( 0

Preuve: La propriété résulte immédiatement du lemme 2.2, si G est une fonction
caractéristique d’un intervalle ; elle est alors vraie par linéarité pour toutes les
fonctions en escalier, et donc pour toutes les fonctions intégrables au sens de
Riemann par encadrement avec des fonctions en escalier. |

2.2 CAS D’UN COCYCLE AU DESSUS D’UNE TRANSFORMATION ERGODIQUE DE
RANG 1 LOCALL.
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2.2.1 Notations

T est une transformation ergodique et de rang 1 local et (T7 By,)o<,<h, une suite
de tours adaptée. Soit ¢ un cocycle additif de X & valeurs dans R, qu’on définit
par une application mesurable de X dans R. On note alors ¢ = €™ le cocycle
multiplicatif correspondant. L’opérateur unitaire V = Veane associé a ¢, au
dessus de T, s’écrit

Vf(z) = o(z) foT (x).
On a pour tout j dans Z :

Vif =, foI?,
ol on note @, (et ¢, la fonction correspondante pour ¢) la fonction de X définie
par :
p(x)p(Tz) - (T x) si j >0,
@y(x) =4 1 sij=0,

e Y T 1) YT 22) - o~ (T7z) sij<0.

Considérons Vespace cyclique engendré par lp,. g, sous V : les fonctions
génératrices sont les p,17:.—; g, pour j € Z, et on remarque alors que le choix de
Pétage de départ modifie Pespace cyclique.  On se restreindra comme
précédemment aux sous-espaces engendrés par les fonctions correspondant aux
étages de la tour, ce qui revient a ne retenir que les indices j, — j compris entre
0 et A, — 1. De plus l'estimation apparait meilleure pour j, = [h,/2], car le
calcul fait intervenir la variation du cocycle itéré ¢, qui augmente avec |j|. Pour
ces raisons on notera désormais B, 1’étage du milieu de la tour d’indice n, et
on considere alors les espaces de dimension finie H;,, engendré par les fonctions
{178, }s|<hn/2> € H;, engendré par {9,118, }j|<h,/2- Tn €t T, sont alors
les projecteurs orthogonaux de L2(X) sur H, et H}.

2.2.2 Principe général

De méme que pour la démonstration de la proposition 2.1, on cherche une ma-
joration de la distance d’une fonction normée quelconque f & H/, ne dépendant
que du choix de la suite de tours. Sachant estimer la distance de f & H,,, on
voudrait comparer celle-ci & la distance de f & H),. On a

W fll = rpomn Il < llmpomnf — o fll < llwnf = full = 0,
et avec Pégalité d2(f, H,) = || fI|2 — ||=%f]|?, on obtient

&(f, Hy) — (1 = |lmpemnfI*) =2 0.

n—-+4+oo
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Il ne reste qu’a évaluer la norme de la projection de m, f sur H),. Comme =, f
est la projection orthogonale de f sur H,, il s’écrit sous la forme :

1
mnf = Z Yl7sg,, avec vy, = -~ fdup.
171<hn/2 " T8

Et la projection sur H/, vaut alors

_dp
ﬂ;oﬂ'nf = Z "y] (/ SOJ-Q——> (p_]lT]Bn.
B, n

l71<hn/2
/ Pydu
Bn

La fonction f intervient dans I'expression précédente par | [, o fdul* : il

Par suite )

mpoma = Y 1L
n o

2l<hn/z

est en fait plus agréable de travailler sur l'intégrale de |f|? (on aura alors une

expression linéaire).  L’hypothése d?(fn,mnf) —ns+000, avec ici f, =
1 , se traduit par

f Upsi<hnyz T7Bn P

srmt)= ¥ ([ JBnlflzdu—lwlzan>

l3l<hn/2
/ \f12dp = by, Pam
T1B,

-y

[71<hn/2

-— 0.
n—400

On peut donc écrire :

d
Iomafl? = 3 (wan— / !f|2dp) ‘ / o,
T1B, B, CQp

2

l71<hn/2
2 dp :
+ E |f1“du 2
9l <hn /2" T7 B Ba T

Comme ¢, est de module 1, on a encore

du2
>, (1’Yj|204n—/ Iflzdu>/ vi==| 5.0
|7l<hn/2 T7Bn B, ~On| nTTo
et
du2
! 2 2
- ol )
ottt = [ i [ eS|,

|3l<hn/2
Cette propriété reste valable en remplagant |7 0m,f| par |7, f|| et on peut
énoncer la proposition suivante :
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ProposITION 2.2:  Soit (1Y By)|;|<h, /2 une suite de tours adaptée a une
transformation T ergodique et de rang 1 local.
o S’il existe ¢ > 0 vérifiant pour toute fonction de L*(X), f, de norme 1

. dul?
o w3 |, el

l7l<hn/2

>c

7

alors la multiplicité de opérateur V associé est finie, majorée par 1/c.
e S’il existe ¢ < A vérifiant pour toute fonction f normée dans L?(X)

du(x)du(y
© Y Ifldu// o) - ) HP < o
% |3l<hn /27 T Bn
alors la multiplicité de I'opérateur V est finie, majorée par 1/(A — ¢).

Preuve: La premiere partie de la proposition est une conséquence directe du
corollaire 2.1 : on a en effet limp_, oo d2(f, H}) <1 —lim,_,  ollmhflI? <1—c
Pour la deuxiéme partie, on sait que || f||2 = Z|]|<hn/2 fT]Bn I£||2du, et on peut
donc écrire

Tim (|lfall? = 7 F1%)

= Jm > /TJB £l du// ( z)dﬂ(i;:u(y)

171<hn/2
dp(z)dp(y)
< 2 .
< Y /T ] du// [03(6) = oy 25
17i<hn/2

Si (2.2) est vérifiée, on obtient alors les inégalités :

2 I\ T 2 2 2 , )
Jim a5 H) = Tm P = 1l + 1l = i
=1- Tim 2 . g2
=1-A+ Tm (Ifal - Il f1?)
<1-(A—0),

ce qui permet de conclure. |

2.3 LA ROTATION DE o SUR T, RAPPELS.  On considére a partir de main-
tenant que T est la rotation de o sur T muni de sa mesure de Lebesgue (encore
notée i), qui est ergodique dés que a n’est pas rationnel. On sait que T est une
transformation de rang 1 ([4]). Comme on aura cependant besoin d’estimer les
variations du cocycle sur les étages des tours, il sera plus utile de ne considérer



272 M. GUENAIS Isr. J. Math.

que des tours d’intervalles. 1" apparait alors comme une transformation de rang
1 local.

En effet, dés que la longueur des intervalles tend vers 0, la condition (ii) de
la définition du rang 1 local est vérifiée pour une telle suite de tours. Notons
(qn) la suite des dénominateurs de la fraction continue de a, et o, = |lag,||
(|| || désigne la distance & l'entier le plus proche) ; & n fixé, en choisissant b,
quelconque, les intervalles ([b, + ja, b, + jo + anl)o<;<q,,, sont des ensembles
deux a deux disjoints (voir [9] : il suffit de remarquer que ||ja| > a, si |j] <
@ns1), €t constituent donc une tour de mesure A\, = &ngnt1. En posant M(a) =

lim @pgni1, on sait que :
n—+oo

LEMME 2.4:
1 1

ggax\(a) =3 + i
Remarquons que A{a) = 1 si la suite des quotients partiels est non bornée.
Pour tout A €]0, A(@)], quitte & prendre une sous-suite (encore notée n), on peut
choisir une suite d’entiers (h,,) telle que h, < gpyq et limy 1o Anan = A Si
(by,) est une suite quelconque de [0, 1], on obtient donc une suite de tours adaptée
(TJBn)||_1|<hn/2 avec B, = [bn,bn + Ozn[.
Un des problémes qu’on rencontrera plus loin consistera a choisir les suites (by,)

et (h,) permettant des majorations optimales pour chaque n.

3. Cas d’un cocycle affine

3.1 PREMIERE MAJORATION.  Soit 3 un réel quelconque {non nul) et ¢ défini
par

¢(z) = Pz pour z € [0,1[.

THEOREME 3.1: La multiplicité de Popérateur associé & ¢ au dessus de la
rotation de « est finie et majorée par :

B

2/}‘{0‘)’6"/2 sint zdt.
T Jo t

Preuve: Pour tout A < A(a) strictement positif, on considére une suite de tours

pour la rotation o, dont la mesure A, converge vers A, de la forme (T7 Bp,)jj<h., /2
avec B, = [by,b, + an[. Comme § est un réel quelconque, ¢ possede en général
une discontinuité en 0. On suppose donc que 0 n’est pas intérieur & la tour (par
exemple b, = 0). Dans ce cas @oT* est continu sur B, pour tout |k| < hy/2,
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et on peut écrire sur B, : ¢,(z) = C,exp2infjz, ot C, est une constante de
module 1, qui disparait dans le calcul de (1). 1l en découle les égalités

3 /T)B lf|2du)/ soja -y /T]B I du]/Bnexpzmﬂij—f

|71<hn/2 121<hn/2

_ 9 sinmBjay, 2
a Z </TJBn 71 dﬂ)( mBjan )

l7l<hn/2

2

Avec le lemme 2.3 cette quantité converge vers f:\’}/jz sin? w3t/ (7 ft)2dt, et on
conclut grace a la premiére partie de la proposition 2.2. 1

3.2 MAJORATION SIMPLE DE LA MULTIPLICITE.

COROLLAIRE 3.1: La multiplicité de Popérateur associé a un cocycle affine de
pente 8 non nulle est majorée strictement par |3| + 1.

Preuve: C’est une conséquence du résultat précédent. Il suffit d’étudier le com-
portement du majorant précédent en tant que fonction de 8 (qu'on suppose
positif). Posons

B

2 /’\(O‘)ﬁ"/z (sint)2 .
— — ) dt
T Jo t

Cette fonction étant décroissante en A(c) il suffit d’avoir, d’apres le lemme 2.4,

F(p) =

une majoration de [F{8)] pour Ma) = A, avec

145
2v5
On va montrer que la différence A{3) = F(B) — 0 est strictement inférieure a 1

des que [ est assez grand. Pour les petites valeurs de 3, on montrera directement
que F est majorée par 2 strictement, d’ol le résultat. On a la majoration

/+°° Sin2tdt< 1 + 2
g2 B2 T wBA (mBA)?

+o0
/ sin? tdt—1r/2
0

Comme
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on a l'inégalité :

1 2 1
o0 i2 B2 i 2 -1 — 4 —
t t 232
A(B) = 2 dt / Tldat) < LSS
w2 t 0 t Z - _2 l
2 7wg

A est donc strictement inférieur & 1 des que 3 est supérieur strictement & 3y,
donné par

Montrons maintenant que F(§) < 2 pour tout § < o, c’est-a-dire que

w2 ;. 2
/ S0E s mg)a.
0

t2
Sachant
™A gin? ¢ B8x 1 (7BA\°
de>"2 - (2
0 t2 2 9\ 2
il suffit que
o 18(2XA -1)
IB 7[_2 AB 1
ce qui est bien vérifié pour § inférieur a By. |

4. Cas des fonctions absolument continues

Nous procederons dans cette partie en deux étapes. On verra d’abord le cas
des cocycles absolument continus de degré 0, c’est a dire dont intégrale de
la dérivée est nulle : dans ce cas on établit la simplicité spectrale de 'opérateur
associé. Nous donnerons ensuite pour les cocycles “de degré 37, c’est-a-dire dont
lintégrale de la dérivée vaut 3, réel non nul quelconque, la méme majoration que
celle du théoréme 3.1 pour les cocycles affines. Le théoreme 1.1 est alors établi
grace au corollaire 3.1.

4.1 COCYCLES ABSOLUMENT CONTINUS DE DEGRE ZERO.  On suppose que
o(z) — o(y) = f; ¢'(t)dt, ol ¢’ est une fonction intégrable avec fol ¢'(t)dt = 0.

THEOREME 4.1: Les opérateurs associés 4 un cocycle absolument continu, de
degré 0, au dessus d’une rotation ergodique, ont un spectre simple.
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Preuve: Comme 'hypothese sur ¢ fait intervenir sa variation sur des intervalles,
nous nous servirons de la seconde partie de la proposition 2.2. De plus Aa) >
1/2, et il suffira d’établir que

- dxdy
. 2 (o) — =
Jim > /T]B" | f] du//Bi lo; (y) — ¢, (2)] = =0

l]l<hn/2 "
On a ) 0
(6y() = iy (4)] = | 27(@) = i)
< 2116, (2) - ,(9)
<or| [“loy(0nat
Yy
et

S [ e - e

[31<ha/2

§27r2/

|7} <hn /2 T7 Br

f2du /B 16! dp.

Comme ¢’ est de moyenne nulle, le théoréme ergodique ponctuel pour les
fonctions L' montre que (1/5)¢ converge presque strement (et dans L') vers
0, et on s’attend a ce que an |¢5ldu = o(jan) = o(1). On s’apergoit cependant
qu’il y a un probleme de choix de B,, pour que la convergence soit uniforme pour
tous les || inférieurs & h, /2 : nous utiliserons donc la propriété de convergence
presque siire des (1/5)|¢}| vers zéro, qui permet d’assurer le résultat grace au
lemme qui suit. |

LEMME 4.1: Pour tout ¢ > 0, on peut construire une suite de tours de la
rotation (T By,)|y<n, /2, qui vérifie, pour toute fonction f normée :

lim / f2du/ ¢ldu < e.
Jdm > g, T [ 193]

il <hn/2

Preuve: Soit € > 0 donné, on note 4 > 0 tel que, pour tout borélien C, on ait :
w(C) < § = / |¢'|dp < e/2.
c
Pour tout entier &, on définit

1
Ak = {.’E,
J

=4

(z) < £ quel que soit 7, |j| > k} :
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alors p{Ag) —k_+00 1. Choisissons k tel que pu(Ax) > 0. Soit z un point de
densité de Ay, il existe alors 7, tel que pour tout intervalle I contenant x

pd)y<n = pI~(Axn1)) <ou(l).

Choisissons alors une base B, = [b,, b, + ay[ telle que z soit dans B,. Pour n
assez grand on a a, < 7 et B, Clz —n,z + n[. Par conséquent

pl U THBa A | < hop(Br)d < A <6
lg|<hn/2

Pour tout entier |j| < k, dés que 2ka, < 6 on a
/ |6 |dp < / S 1goT | < / 16 |dp < e.
B, " U T!B,
[t <k i<k

Si |j| > k, on obtient les inégalités

/ I¢§|du§/ I¢3Idu+/ ¢ 1dus
By B,NA4g B, NAx

< eljlam + / 1 |du
Uptj<hn /2 THBn > Ax)

A
<

LYSIRLP
2 2 ‘

Comme 35 . /5 Jrsp, |f1?di < 1, on en déduit la majoration voulue. n

4.2 CAS D’UN COCYCLE ABSOLUMENT CONTINU, AVEC AU PLUS UNE

DISCONTINUITE EN 0.  On suppose encore que ¢ est absolument continu, et on
1 N .

note B = f; ¢/(t)dt on B est un réel quelconque (non nul).

THEOREME 4.2: Tout opérateur au dessus de la rotation « associé & un cocycle

absolument continu, et de degré 8 non nul, a une multiplicité majorée par

B8

2 /’\("‘)5"/2 (sint)2 '
— — ] dt
™ 0 t

Preuve: L’idée qui apparait ici est de “recoller” les cas précédents : on décompose

¢ sous la forme d’une somme d’une fonction absolument continue de degré zéro,
¢°, et d’une fonction affine de pente 8, $°(z) = Bz :

$(z) = ¢°(x) + ¢°(2).
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On note, pour une suite de tours donnée, H}, (respectivement HZ et H?),
Pespace engendré par {¢_,17:p, }|;|<h./2 (respectivement {(,o[iJ L7138, Hyl<hn /20
et {(p(ij 1718, Hyl<hn/2). Sion prend une suite de tours pour laquelle 'expression
(2.2) de la proposition 2.2, avec ¢°, tend vers 0, on montrera que les normes des
projections d’une fonction normée f, 7., f et 7€ f sur H!, et H?, ont méme limite.
Dans ces conditions, il restera alors & s’assurer qu’on peut choisir une suite de
tours qui soit adaptée simultanément aux deux cocycles : autrement dit, peut-on
trouver une tour qui “évite” 0, et qui soit encore adaptée & ¢° ?

Reprenons la construction du lemme 4.1 : ¢ étant fixé, la seule condition pour
#°, est que By, =1bn, by, + ay[ contienne un point de densité x de Ax. Pour que
la tour convienne également au cocycle affine, il suffit qu’elle ne contienne pas 0.
Prenons alors un point de densité x de Ay : si 0 n’est pas dans la tour de base
[z, % + ay[ et de hauteur h,, celle-ci convient ; sinon il existe j, |j]| < h,/2, tel
que ja € [z, + ay], et en prenant la tour définie avec b, = ja — o, on a bien
¢ dans [bn, b, + a,[, et 0 sur le bord de la tour. La suite de tours étant ainsi
déterminée, on vérifie facilement que limp—, 400 |[[75 fI12 = [|75 £||2] < 27re -

o Z fTJBn |f|2d/‘ 2
3

i {11 - =B 1P| = T |{lwrma fI1? = 78w £
o0 n—>00
< lim

n—>00

1/ 0,4 —‘/ ol dp
171<hn/2 Bn B

— fTJBn | f2dp 0/ =0
< lim Z —ai_//zag |3 ()@ (y) — 1| dedy

|]|<hn/2

<mlm ¥ [ i du/ 16|y
|J|<h /2

< 2me.

Alors on obtient la minoration, valable pour toutes les fonctions f normées,

lim |x, fl* > lim |jnf f||* - 2ne,
n—-+oo n—+oco

ou € est un réel positif quelconque. En utilisant le corollaire 2.1, on en déduit

immédiatement que la majoration de la multiplicité est la méme que dans le cas

affine. i

4.3 CAS D’UN COCYCLE ABSOLUMENT CONTINU PAR MORCEAUX.  On con-
sidére un cocycle ¢ absolument continu par morceaux admettant une dérivée

intégrable sur les intervalles ou ¢ est continu, avec N discontinuités zq,...,zN
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(N >2),et = fol ¢'{t)dt. On décompose comme précédemment le cocycle en
une somme de deux cocycles, ¢ = ¢ +@F, ol ¢° est absolument continu de degré
0, et ¢F un cocycle affine par morceaux et de pente constante 3 sur les intervalles
oll il est continu. On peut énoncer le résultat suivant

THEOREME 4.3: Avec ces hypothéses, la multiplicité spectrale de 'opérateur
associé a ¢, au dessus de la rotation de «, est majorée par

b , oaA:A(N,a)zmax<’\(°‘) 1).

Q/Aﬂ”/z sint Zdt N-1'N
T Jo t

Preuve: La majoration vient du calcul sur ¢°, qui s’effectue comme dans le cas

affine, dés que les tours considérées ne contiennent pas de points de discontinuité :
pour cela il faudra réduire les largeurs ou les hauteurs initiales. Le “recollement”a
partir du lemme 4.1 avec ¢° est un peu délicat, car les tours évitant z1,...,ox
sont limitées : le choix d'un point de densité devient donc important.

4.3.1 Majoration avec A =1/N

On reprend la construction du lemme 4.1. Soit une tour de base B, = [b,, b, +
o[, et de hauteur h, < goy1. La mesure de 'ensemble des b, tels que cette
tour contienne x, est égale & A\, = aph,. Alors, si D, est Pensemble des points
b, tels que la tour associée ne contienne aucun point de discontinuité, on a
w(Dy) > 1—NX,. Soit 8 €]0,1[, on choisit une suite (h,) telle que N A, converge
vers 1 — 0, et k un entier suffisamment grand pour que p(Ag) > 1—60/2 : alors
(D, N Ag)nen est une suite d’ensembles dont la mesure est asymptotiquement
plus grande que /2, ce qui permet de dire que p(limpen Dn N Ag) > 6/2. Quitte
a remplacer (b, oy, hy) par une sous-suite, on peut trouver un point de densité
z de Ay tel que

RS ﬂ Dy N Ag.
neN

Les tours de base B,, = [z, z + ay,[ et de hauteur h,, ne possedent par conséquent
aucune discontinuité, et z est dans B,,. Cette suite de tours vérifie donc l'inégalité
du lemme 4.1. Comme de plus A, converge vers (1 — 8)/N, la majoration est la
méme que dans le cas affine avec A = (1 — 8)/N ; et en prenant la limite quand
6 tend vers 0, on obtient le résultat avec A = 1/N.
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4.3.2 Majoration avec A = A(a)/(N - 1)

Toujours dans le cadre du lemme 4.1, on considére d’abord une tour de base
By = [bn, by + oy, et de hauteur by, telle que A, = a,h, converge vers A(c).
On dira que la tour (T7 B, )|;<p. /2 €st une sous-tour de la tour de base B, et
de hauteur hy,, si h, < h, et B, C B,. Alors, dés que B,, contient un point
de densité = de Ay (fixé ultérieurement), le lemme 4.1 s’applique pour n’importe
quelle suite de sous-tours des tours de base B, et de hauteur h,. Il s’agira donc
ici de determiner dans un premier temps une base B,, convenable, puis de choisir
une sous-tour optimale qui ne contienne aucun point de discontinuité (méme si
sa base ne contient plus ).

Soit 8 €]0,1[, on appelle D, l'ensemble des points b, tels que la tour
(T b by + 0an]) _h, j2<)<—h, j2+6h, contienne ;. On a u(Dyp) = 6°X,, et en
choisissant k assez grand pour que u(Ax) > 1 — 621/2, on peut comme dans le
cas précédent, quitte & prendre une sous-suite, trouver un point de densité x dans
Ay, tel que z1 appartienne aux tours (T?(x,z + 0on[)_h, j2<;<~h,/246h,- NOus
obtenons donc une suite de tours de base B, = |[z,z + a,| et de hauteur h,, pour
qui le lemme 4.1 s’applique.

Considérons & présent un second point de discontinuité z; :

Si z, est dans la sous-tour (T7[z,z + 0an()|)|<h, /2, Ou en dehors de la tour
principale, alors on considére la sous-tour de base B, =|z 4 0a,,z + a,[ et de
hauteur h,, qui ne contient au plus que N — 2 points de discontinuités. Sinon z
est dans la sous-tour de base [z + 6y, T + a,[, et de hauteur h,,. Alors il existe

l7] < hn/2 tel que Tz, appartienne & [z + oy, T + ag, et on choisit comme

/

", et =1 dans

nouvelle base B], = [T?x3 ~ ap, T7x9[ : on a toujours = dans B
les Oh,, premiers étages de la tour de base B, et de hauteur h,. La sous-tour
(T? B;));1<k:, /2, ot hy, = hy(1 — 26), ne contient donc plus que N — 2 points de
discontinuité.

En projetant maintenant ceux-ci sur la base, on décompose B/, en N — 1
intervalles, dont le plus grand est de longueur supérieure a a, (1 —6)/(N —1), et
qui définissent chacun les bases de sous-tours de hauteurs supérieures ou égales &
h,(1 — 20) sans points de discontinuité. On peut donc choisir une suite de sous-
tours, évitant z1,...,zN, qui permet le calcul de la majoration de la multiplicité
avec A > lim hy,(1 — 20)an(1 — 0)/(N — 1) = Aa)(1 —0)(1 — 20) /(N ~ 1), ce qui
donne le résultat cherché. ]
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5. Cas d’une fonction A variation bornée

Soit, ¢ un cocycle a variation bornée, qu’on pourra supposer continu & droite,
alors pour y < z, ¢(z) — ¢(y) = (]y,z]) ol v est une mesure borélienne finie.
On note Var(¢) = |v|(]0,1]). La différence par rapport & la partie précédente
réside dans le fait qu’on n’a plus ici le théoréme ergodique pour la dérivée de ¢ :
il faudra donc travailler directement sur la variation totale du cocycle, ce qui,

bien str, donnera une majoration moins fine qu’auparavant.

THEOREME 5.1: Si ¢ est un cocycle & variation bornée, alors la multiplicité de
Popérateur associé au dessus d’une rotation de o est majorée par

max(2, 27 Var(¢)/3).

De plus le spectre est simple si on a I'inégalité

32M\(a) ~ 1
(oz)2

Remarque:  La fonction de A(a) ci-dessus croit dans [3(3v/5 — 5)/2m,3/7], ce
qui permet d’avoir une simplicité spectrale pour tout « lorsqu’on a l'inégalité
Var(¢) < 3(3v/5 — 5)/21 (de ordre de 0.81).

Var(¢) <

Preuve: Pour simplifier les notations, on écrira v a la place de sa valeur absolue.
On a pour tout (z,y) et pour tout j positif :

-
|, () Z lpoT* (z) — @oT* ()|
0
<2m Z |goT* () — $oT*(y)|
Q

_<_2?r]‘2
0

—1 z
[ (i;‘/oflm'c .
y

On note B,, = [bp, by + ay[ (intervalle du cercle unité), ot b,, est a priori quel-
conque (on se réserve le choix d’une translation sur la tour). On choisit également
hy < gnya tel que A, = hypay, converge vers A inférieur ou égal & A(a). On tra-
vaille alors sur I'inégalité (2.2) de la proposition 2.2, et on cherche donc & majorer

= 5 vt ] [ e - et

f2l<hn/2 "

I’expression :
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En écrivant d,, = dg) + dg), ou d(nl) est la somme pour les indices négatifs, et

dslz) le reste, on a les inégalités suivantes pour d;l)

thn /2] dxdy
—k

) < 2m Z/ dVoT (w) oz

[hn /2]

u— by ), + b, — _

<Ar Z/ |f|2du2/ ( )(a2 )dI/oT *(u)

7=0 T-3B, k=1 Bn n

[hn /2] [[hn/2]

(u—by)(an +b, —u) —k

S D R )

Or, on peut remplacer l'intégrale de | f|? sur (h,/2 — |k|) étages consécutifs de la
tour par A(1/2 — |k|/hy) pour tous les |k| inférieurs a h,/2. En effet :

(hn /2] hn/2] _ _
Z ()\(_;_ _ hﬁ) _ ; /FﬂBn |f|2d/‘>/Bn (u bn)(O;n%‘F by u)dVoT_k(u)

Y I (1)
<> G- 3 [tk [ aer
k=1 n 1=k T-1Bn
. [hn/2]
< Var(¢) sup M5 — / 1Py,
0<k<hn/2 2 hn T-18,

et cette quantité tend vers 0, grace & la remarque suivant le lemme 2.2. On

obtient finalement, en majorant de méme d%z), I'inégalité

2
n—+o0 n—+00 Ny, ke /2 B, (054

) dvoT*(u).

Pour obtenir la meilleure majoration possible, il reste & choisir la suite des tours
(17 Bp)y1<hn /2 de fagon & ce que le second membre soit le plus petit possible.
Remarquons que, v étant une mesure positive finie sur T et G une fonction

mesurable positive, on a

[ [ce=vavty = [ [ copa

et il existe donc b tel que :

/ G(t - b)du(t) < v(T) / G(t)dt
T T



282 M. GUENAIS Isr. J. Math.

En posant ici

4 A N b(an — b
Gt =2 S (g™ on )= 202,
" lkl<hn /2 "

on a

[ 2D k) — [ guatHe - vt
B, T

2
an

On en déduit qu’il existe une suite (b,,) telle que :

lim d, < Tm [ Gp(t — by)dv(t)

n—+o00 n—-+oc T
< lim
< Var(¢) nJTw/qun(b)db
— 1
< im — - oIk
<amAVar(9) T o= 3 (/2= 1) [ guel O
(k| <hn /2
< 4TAV Tm - ba”‘ blam =b) 4, (hn/2 — |k])
< 4mAVar(¢ nJToo‘ Y (/2 k)
lkl<hn/2
g ? Var(¢).

Finalement on peut appliquer la proposition 2.2 dés que 7% Var(¢)/6 < A, ce
qui donne

1 . 6
m < N EVar(d)/6 pour tout A €)0, min(A(a), 7['—\7;1—'(—(,25_))[

L’inverse de la fonction de A ci-dessus atteint son maximum, 3/(27 Var(¢)), en
3/(m Var(¢)), d’ousi A(a) > 3/(m Var(¢)), alors m < (27 Var(¢))/3. Remarquons
dans ce cas que le majorant est toujours minoré par 2/A(a) > 2 et on ne peut
donc pas montrer de simplicité spectrale.

Si A(a) < 3/(m Var(¢)), le meilleur majorant est réalisé pour A = A(«a), et on

obtient
1

m < .

~ AMa) — mA(a)? Var(¢)/6
Comme 7 Var(4)/6 < 2/A(e), on a alors m < 2/A(a). On vérifie facilement que
2/A(a) < 3 quel que soit a, d’ot m < 2, ce qui démontre la premiere assertion
du théoreme. Dans ce cas la simplicité spectrale est déterminée par la condition

Ma) — Me)?7 Var(¢)/6 > 1/2, ce qui équivaut au second résultat du théoreme.
|
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