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ABSTRACT 

We s tudy the  spectral  multiplicity of uni tary operators  of L2(T) 

defined by cocycles over an irrational rota t ion c~. We prove tha t  the 

mult ipl ici ty is finite whenever the cocycle has bounded variation and we 

give explicit bounds.  For a cocycle given by an absolutely continuous 

function r on [0, 1], we show tha t  the multiplicity is str ict ly less than  

max(2,  f fr + 1), which is optimal in the  case r  = nx (where 

the  multiplici ty is exactly n). The  proofs are based on the  representat ion 

of the  ro ta t ion as a "local rank one" t ransformation,  which arises from 

the  continued fraction expansion of a.  

1. Introduction 

Soit T: x --+ x + a  (mod 1) une rotation irrationnelle sur le cercle. On s'int~resse 

la multip|icit~ spectrale des op~rateurs de L2(T) associ~s ~ un cocycle, au dessus 

de T, d~finis par 

Ve2,~ f = e ~ r  foT, 

oh r est une application mesurable de T dans T qu'on appellera cocycle : on 

considbrera par la suite r comme une fonction de l'intervalle [0,1], ~ valeurs dans 

R. Ces op6ra~;eurs apparaissent en th6orie ergodique dans l'6tude des produits 

crois~s de Anza'i ([1]) sur T x T 

T~(x, y) = (Tx, r + y). 
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En notant L~ le sous-espace L~ = {f(x) e 2'~ny, f E L2(T)}, on peut d6composer 

L2(T x T) sous la forme 

nEZ  

Les sous-espaces Ln sont stables par l'op6rateur de L2(T x 2") associ6 ~ T~, 

UT~f = foT~, et la restriction de UT~ ~ L~ est nnitairement 6quivalente ~ Ve: , . . , .  

L'~tude spectrale de Tr se famine donc h l'dtude spectrale de la famille des 

op6rateurs Ve~,..,. 

Rappelons que la mul t ip l ic i t~  spec t ra le  d'un op~rateur unitaire U sur un 

espace de Hilbert H s6parable est le nombre minimal (fini ou infini) d'616ments 

f l , . - . ,  f,~ pour lesquels il existe une d6composition 

z i = G i u ,  f l. 
n>O 

[U, f~] d~signe le sous-espace ferm5 cyclique engendr6 par f~ sous U (~t savoir 

l'espace ferm~ de H engend% par les (Ukf,~)k~z). On peut imposer de plus que 

les mesures spectrales a~ associ6es aux f~ (et d~finies par ~ ( k )  = <  Ukfn, f,~ >) 

v~rifient 

O" n ~ O'n-- 1 <~ . , .  <~ a l ,  

~1 est alors 6quivalent au type spectral maximal a de U. Dans ce cas la suite 

des mesures an est unique s 6quivalence pr6s. Notons B~ tel que a~ ~ 1B.a, 
est la fonction de [0,1], s valeurs dans N, d6finie la fonc t ion  de  mul t ip l ic i td  

a-presque partout par 

re(t) = ~ lB. (t). 
1 

I1 y a assez peu de r6sultats sur la multiplicit6 spectrale des op6rateurs V e ~ , ,  

alors que les propri6t6s du type spectral maximal sont mieux connues. Des 

r6sultats classiques pour les translations ergodiques ([6]) montrent que le type 

spectral maximal de ces op6rateurs est pur : a est soit discr6te, soit continue 

purement singuli6re, soit 6quivalente ~ la mesure de Lebesgue. De plus, la mul- 

tiplicit6 est uniforme, et son 6tude est r6duite ~ l'estimation d'une constante. 

Dans le cas particulier d'un cocycle lin6aire r = nx, on salt que Ve2,., ad- 

met un spectre de Lebesgue et une multiplicit6 6gale ~ n : consid6rons les espaces 

cycliques engendr6s par les fonctions e 2~ax pour k E Nn-1, on v6rifie facilement 

que [Ve2,.,, e 2~a~] est l'espace ferm6 engendr6 par les fonctions (e2i'~(k+3n)')jEZ. 

On a ainsi une d6composition de L2(T) sous la forme d'une somme de sous-espaces 
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cycliques dont les mesures spectrales sont toutes @gales s la mesure de Lebesgue. 

Remarquons toutefois, qu'on ne sait plus rien d~s que n n'est pas entier. 

De fa~on plus g@n@rale, un article de S.C. Bagchi, J. Mathew et M.G. Nadkarni 

([2]) donne la valeur de la multiplicit@ spectrale des V~, lorsque ~ est la restriction 

au cercle unit@ d'une fonction int@rieure : dans ce cas la multiplicit@ est finie 

uniquement si la fonction est un produit de Blaschke fini, et @gale au nombre de 

ses racines dans le disque. 

Plus r@cemment, dans [13], E. A. Robinson @tablit g@n@riquement la simplicit@ 

spectrale des produit crois@s sur un groupe ab@lien, sous certaines conditions 

d'approximation cyclique pour T. Ce r@sultat est am@lior@ par A. Iwanik et J. 

Serafin dans [8], oh ces produits crois@s apparaissent g@n@riquement comme des 

transformations de rang 1. 

La nature du spectre a @t@ @tudi@e entre autres par A. Iwanik, M. Lemaficzyk 

et D. Rudolph ([7]) qui montrent que les produits crois@s de Anza'i ont un spectre 

de Lebesgue s i r  est un cocycle assez r@gulier, dont l'int@grale de la d@riv@e est 

non nulle. Tousles  op@rateurs V e ~ , ~  , pour n non nul ont donc un spectre de 

Lebesgue, et il en r@sulte que la multiplicit@ spectrale de Tr (c'est-s celle de 

UT,) est infinie. Cependant, comme l'avait d@ja remarqu@ A.G. Kuschnirenko 

dans [11], il n'existe aucun r@sultat sur la multiplicit@ de chacun des op~rateurs 

V e ~ ,  , saul dans les cas pr~c@dents. 

Enfin, dans une perspective un peu diff~rente (cf. [12]), J. Kwiatkowski et M. 

Lemaficzyk ont construit, ~ partir d'un sous-ensemble quelconque de N contenant 

1, un cocycle au dessus d'une translation ergodique, tel que la transformation 

associ@e ait pour valeurs essentielles de sa multiplicit@ exactement les d@ments 

de l'ensemble donn~. 

Ces r~sultats am~nent/~ se poser les questions suivantes : 

�9 Que peut-on dire sur la multiplicit~ de l'op@rateur Ve2,~r si r = fix, 

off/3 est un r~el quelconque? 

�9 Plus g@n@ralement peut-on estimer la multiplicit@ sous une condition de 

r6gularit@ pour r 

On va @tablir des conditions de simplicit@ spectrale, et plus g@n@ralement des 

majorations de la multiplicit@ spectrale, d 'autant plus fines que le cocycle est 

r@gulier : 

THI~ORI~ME 1.1 : Soit r une fonction absolument continue de [0, 1] dans R et /3 = 

f~ r La multiplicit@ spectrale de l'opdrateur Ve~,~ est finie, strictement 

inf@rieure ~ 1/31 + t si /3 est non nul. Si /3 = 0, le spectre est simple. 
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En particulier, d~s que Ij3[ < 1, l'opdrateur Ve2~, a un spectre simple. 

THiOR/~ME 1.2: Soit r  cocycle ~ variation born6e de • duns IR, alors la 

multiplicitd spectrale de Ve~. ,  est finie, major~e par max(2, ~zr Var(r 

Nous dnoncerons plus loin des rdsultats plus prdcis ddpendant de a, et plus 

particuliSrement de son ddveloppement en fraction continue. On donnera no- 

tamment en fonction de a une condition de simplicitd spectrale dans le cadre 

du th6orbme 1.2. Nous dtudierons dgalement le cas des fonctions absolument 

continues par morceaux. 

2 .  P r d l i m i n a i r e s  

Duns cette partie, on dtablit une mdthode gdndrale pour majorer la multiplicitd 

spectrale des opdrateurs associds ~ un cocycle, au dessus d'une transformation 

ergodique "de rang 1 local", propridtd qui sera d~finie plus loin, et que poss~dent 

les translations ergodiques du tore. De fa~on gdndrale, (X, B, #, T) d~signe un 

syst~me dynamique mesurable, off Tes t  une transformation bijective bimesurable 

sur l'espace de Lebesgue (X,B,#),  et # est une mesure de probabilitd 

T-invariante. 

2.1 RAPPELS GENERAUX. 

2.1.1 Mul t ip l ic i td ,  l e m m e  de Chacon  

Le lemme ~noncd ci-dessous constitue une caractdrisation de la multiplicitd spec- 

trale d'un opdrateur unitaire ddmontrde sous cette forme par R.V. Chacon ([3]); 

nous l'utiliserons ensuite par l'intermddiaire du corollaire qui suit. 

LEMME 2.1: Soit U un opdrateur unituire sur un espace de Hilbert s@arable H, 

a/ors U a une multiplicit~ spectrale supdrieure ou 6gale g m si et seulement si, il 

existe une fumille orthonormde ( f l , . . . ,  fm) de H telle que, pour tout sous-espace 

eyclique Ho, on ait 

~ d2(f~, H0) > m - 1. 
~=1 

COROLLAIRE 2.1: S'il existe une suite de sous-espaces fermds cycliques (Hn)neN 

et O < c < l tels que 

sup lira d2(f, H n ) _ < l - c ,  
I f l  =1 n-~+oo 

alors U est de multiplicitd finie m <_ 1/ e. 
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Remarque: Pour montrer la simplicitd spectrale, il suffit donc de vdrifier la 

condition pr~cddente avec c > 1/2. 

2.1.2 S impl ic i td  s p e c t r a l e  des  t r a n s f o r m a t i o n s  de  r a n g  1 local  

La ddfinition du rang 1 local qui suit est due ~ J.P. Thouvenot ([5]). On rappelle 

qu'une t o u r  associ~e h une transformation inversible T est une famille de parties 

deux ~t deux disjointes de la forme (TJB)o<_3<h, oh B e s t  un ensemble mesurable. 

On appelle h la hauteur, B la base et chacun des T3B un dtage de la tour. 

Ddfini t ion.  Soit T u n e  transformation bijective, bimesurable sur un espace 

de Lebesgue (X,/3, #), qui prdserve #. On dit que T e s t  localement de rang 1 s'il 

existe une suite de tours (T 3Bn)o<_j<h~, vdrifiant : 

�9 (i) I l e x i s t e A > 0 t e l q u e # (  U T3Bn) ---+ A. 
n--++oo 

0<3<h~ 

�9 (ii) Pour toute fonction f E L2(X), Ilflu~<, ~ T~B~ -- 7rnfll 2 ----~-~+~ 0, 

oh 7rn est le projecteur orthogonal de L2(X) sur l'espace fin engendrd par les 

fonctions { 1T3 B~ }0<_3 <h~. Une suite de tours vdrifiant les conditions prdcddentes 

sera dite "adaptde". 

On notera alors c~n = #(B~), ,~n = hnc~n = l~(Uj<h~ TaBn), et pour toute 

fonction f dans L2(X),  fn = flkJo_<~<h ~ TJB," 

Un rfisultat de J. L. King ([10]) donne une majoration de la multiplicitd des 

transformations ergodiques de rang 1 local T, oh l'opdrateur associd, U f  = loT,  
correspond ~ un cocycle constant : 

PROPOSITION 2.1: Les transformations ergodiques de rang 1 local sont de mul- 

tiplicit~ finie, inf6rieure ou ~gale ~ I / A. 

Rappelons le principe de la ddmonstration qui repose sur le corollaire 2.1. En 

prenant comme suite de sous-espaces fermds cycliques les espaces Hn engendrds 

par (ITJB. }jeZ, on cherche h majorer d2(f, Hn)  inddpendamment de la fonction 

f de norme un. En fait on a d2(f,-Hn) << d2(f, Hn), et en dcrivant dZ(f, Hn) = 
I]f-Trnfll 2 = 1 -117rnf]l 2, l 'hypothbse du rang 1 local montre que I Trail 2 _ ] f~l 2 

tend vers 0. I1 suffit donc pour conclure de montrer que 

h n - 1  P 

lim [[full 2 = lim ~ /T  If[2d# = A. 
n--*q-oo n--+-t-oo 0 J Bn  

Nous aurons besoin pour la suite de rdsultats plus prdcis : 
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LEMME 2.2: Si Tes t  une transformation ergodique localement de rang  1, g une 

fonction de LI(X) et 5 E [ -1 ,  1], a/ors pour routes les suites d'entiers (an) et (jn) 

relies que lJnl <- hn et limn--++~jn/hn -- 5, on a : 

{ lim gd# = ]5]A gd#. 
n--+-~oo 3 : a n  J TJ Bn 

Remarque: I1 s 'agi t  ici d 'une  ind~pendance asympto t ique  des tours  de la t rans-  

formation.  Par  ailleurs, comme  la propri~tg est vraie pour  tou te  suite (jn),  la 
( ~ a ~ + j n - 1  f difference ~z--~3=~ JT, B~ g dtt -- Aljnl/h~ f gdtt) converge uniform~ment  vers 0 

pour  routes  les suites d 'ent iers  (jn) et (an) v~rifiant IJnl < hn pour  tout  n > 0. 

~'-~an-~-gn --1 Preuve: Posons Cn = ~ 1T~B. = l t J : [ + ~ - ~ T , S .  (car IJnl --< hn), c 'est  

une suite born6e de L~(X) .  I1 s 'agi t  de montrer  que r converge vers la constante  

15]A pour  la topologie faible a(L ~,  L~). Soit r la limite faible d 'une  sous-suite 

Cnk" Pour  route fonction g dans LI(X), on a 

I gCnk d# --+k-++~ / gCd#. 

C o m m e  la mesure  est invariante par  T, on a f gCnkoTdtt --+k-++o~ f gr De 

plus CnoT - r = 1T~+3~B~ -- 1 T ~ B ~ ,  Of] #(T~'~Bn) = #(T3~+~Bn) -+ 0 et on 

en d6duit  donc que f g(r - r -- 0. Ceci mont re  que r est invariante par  

T ; elle est donc constante  et vaut  15[A (en prenant  pour  g la fonction cons tante  

1). Pa r  cons6quent (r admet  cet te seule valeur d 'adh6rence,  ce qui mont re  sa 

convergence pour  la topologie faible* de L ~ vers 15[A. | 

LEMME 2.3: Soit f une fonction de L2(X) de norme 1. Si T est ergodique 
localement de rang 1, G une fonction int~grable au sens de Riemann sur  [ -1 ,  1] 

et (j ,)  une suite d'entiers telle que lim jn/hn = 5, off 151 _< 1, a/ors 

" ( / . )  /o'"' ]f]2d# G(j~,)  G(t)dt. 
,.~ = 

o 

Preuve: La propri~t~ r~sulte imm~dia tement  du lemme 2.2, si G est une fonction 

caract6ris t ique d 'un  intervalle ; elle est alors vraie par  lin6arit6 pour  routes  les 

fonctions en escalier, et  donc pour  toutes  les fonctions int6grables au sens de 

R iemann  par  encadrement  avec des fonctions en escalier. | 

2.2 CAS D'UN COCYCLE AU DESSUS D'UNE TRANSFORMATION ERGODIQUE DE 

RANG i LOCAL. 
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2.2.1 N o t a t i o n s  

T e s t  une transformation ergodique et de rang 1 local et (T'TBn)o<j<h,~ une suite 

de tours adapt~e. Soit r un cocyc le  a d d i t i f  de X ~t valeurs dans JR, qu'on d~finit 

par une application mesurable de X dans R. On note alors ~ = e 2~r le cocyc l e  

m u l t i p l i c a t i f  correspondant. L'opSrateur unitaire V = Ve~,~+ associ~ ~ r au 

dessus de T, s'~crit 

V f ( x )  = cp(x)foT(x) .  

On a pour tout j dans Z : 

V ~ f = ~j f o T  ~ , 

oh on note ~ (et r la fonetion correspondante pour r la fonction de X d6finie 

par : 

{ r  ~(T3-1x) si j > 0, 
~3(x) = 1 si j = 0, 

c p - l ( T - l x ) ~ - l ( T - 2 x )  . . . r  si j < 0. 

Consid6rons l 'espace cyclique engendr6 par 1TJ, ,B,  ~ SOUS V : les fonctions 

g6n6ratrices sont les ~31TJn-3 Bn pour j E Z, et on remarque alors que le choix de 

l'6tage de d~part modifie l 'espace cyclique. On se restreindra comme 

pr6c6demment aux sous-espaees engendr6s par Ies fonctions correspondant anx 

~tages de la tour, ce qui revient ~ ne retenir que les indices jn - j compris entre 

0 et h ,  - 1. De plus l 'estimation apparait  meilleure pour jn = [h,/2], car le 

calcul fait intervenir la variation du cocycle it~r~ qo 3 qui augmente avec ]j [. Pour 

ces raisons on notera d6sormais Bn l'6tage du milieu de la tour d'indice n, et 

on consid~re alors les espaces de dimension finie Hn, engendr6 par les fonctions 

sont alors { 1 T ~ B , , } I ~ I < h . / 2  , et  H~, engendr6 p a r  {~_jITJB,~}[3]<h,/2. 7rn et 7r~ 

les projeeteurs orthogonaux de L 2 ( X )  sur Hn et H~. 

2.2.2 P r i n c i p e  g6n6ra l  

De m6me que pour la d6monstration de la proposition 2.1, on eherche une ma- 

joration de la distance d'une fonction norm6e quelconque f h H~, ne d6pendant 

que du choix de la suite de tours. Sachant estimer la distance de f k H~, on 

voudrait  comparer eelle-ci k la distance de f t~ H '  n. On a 

[ll~r'/ll - [17r~oTr~flll <_ llTrtnOTrnf -- 7r~nf[[ <-- llTrnf -- fnll ~ O, 

= _ _  ~T! 2 et avec l'6galit~ d2(f ,H'~) [Ifll 2 [I n f l l  , o n  obtient 

d 2 ( f , a  ")  - (1 -II~r'oTr.fl[ 2) > O. 
n---~4rcx~ 
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I1 ne reste qu'g 6valuer la norme de la projection de 7rnf sur H~. Comme 7rnf 
est la projection orthogonale de f sur Hn, il s'6crit sous la forme : 

~nl L,B= fd#. 7r,~f = E %IT, B,~, avec % = 7 -  
bl<h,~/2 

Et la projection sur H'~ vaut alors 

rr'orr~f= E % ~,-~ ~o-alt, u,,. 
lal<h,~12 '~ 

Par suite 

bl<h,U2 an 

La fonction f intervient dans l'expression pr6c6dente par ]fT'B~ fd#l 2 : il 
est en fait plus agr6able de travailler sur l'int6grale de IfJ 2 (on aura alors une 

expression lindaire). L'hypoth~se d2(f,~,~rnf)--+,H+~O, avec ici fn = 
flub,<h~/~ T~Bn' se traduit par 

bl<h~/2 

fT I f l2d~- l%[2an  ---+ O. 
3 mn n--++oo bl<hW2 

On peut donc ecrire : 

'lTr~~ = bj<~h~/2 ( ]'/312an -- /T' B,~ 'f]2d#) /B~ ~' ~nn 2 

b l < h . . / 2  " 

Comme ~a est de module 1, on a encore 

( 17 j ]2an - /T ,B .  Ifl2dl~) /B,~ '~dlz2 "t'J-'~n n...+..b)cx) O' 
bb<hW2 

et 

II~r'~oTrnfll 2 - ~ If12@ ~a---~ ~ O. 
ij[<h,~/2 ~B,~ ,* n--~-t-oo 

Cette propridtd reste valable en remp|a~ant I[~r~olr,~fll par IIr~fll et on peut 
dnoncer la proposition suivante : 
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PROPOSITION 2.2: Soit (T3Bn)bl<h~/2 une suite de tours adaptde ~ une 
transformation T ergodique et de rang  1 local. 

�9 S'il existe c > 0 v~rifiant pour route fonction de L2(X),  f ,  de no rme  1 

(1) l im ~-" fT [fl2d# L ~P3~n >-c' 

a/ors la multiplicit6 de l'opdrateur V associ6 est fin/e, major6e p a r  1/c. 
S'il existe c < )~ v6rifiant pour toute fonction f norm~e dans L2(X)  

(2) lira E J~Y ] f [ 2 d # / ~  [~s(Y)-~s(x)[ d#(x)d#(y) 
n--++~ bl<h,~/2 3B,~ ~ Ce2n 

alors la multiplicitd de l'op6rateur Vest finie, majorde  par 1/(A - c). 

Preuve: La premibre par t ie  de la proposi t ion est une cons6quence directe du 

corollaire 2.1 : on a en effet l imn-~+~ d2(f,  H~) < 1 -lilnn_~+oollTr~fl] 2 < 1 - c. 

Pour  la deuxibme part ie,  on sait  que Ilfnll 2 = ~ b l < h ~ / 2  fT3B, IIf[12d#, et on peu t  

donc 6crire 

= lim 
n - - f f  or 

< iim 
n - - ~  (X3 

lira (llf~ll 2 - I I ~ f l l  2) 
n --"~ c:X~ 

- -  E fT, B ]fl2d# / /B~ (1  qo,(y) ) d#(x)dp(y) 
b l < h n / 2  '~ ~.7(x) O~ 2 

dtt(x)d#(y) 
lfl d" f o4 

Si (2.2) est v6rifi6e, on obt ient  alors les in~galit6s : 

l im d2(f,H~n) = lim Ilfll 2 - I l f n l l  2 q-Ilfnll 2 -llTr~nfll 2 
n--++c~ n-+-}-c~ 

1 A + lira (ll/nl[ 2 , 2 -- - -II~.fll ) n--++~ 

< 1 -  ( ~ -  c), 

ce qui pe rme t  de conclure. | 

2.3 LA ROTATION DE ol SUR ~, RAPPELS. On consid~re h partir de main- 

tenant que Test la rotation de a sur T muni de sa mesure de Lebesgue (encore 

not6e #), qui est ergodique d~s que a n'est pas rationnel. On sait que Test une 

transformation de rang i ([4]). Comme on aura cependant besoin d'estimer les 

variations du cocycle sur les 6tages des tours, il sera plus utile de ne consid6rer 
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que des tours  d' intervalles.  T appara i t  alors comme une t ransformat ion  de rang 

1 local. 

En effet, d6s que la longueur des intervalles tend vers 0, la condit ion (ii) de 

la d6finition du rang 1 local est v6rifi6e pour  une telle suite de tours. Notons  

(q~) la suite des d6nominateurs  de la fraction continue de c~, et c~ = []Ctqnll 

(ll II d6signe la dis tance ~ l 'entier le plus proche) ; ~ n fix6, en choisissant b~ 

quelconque, les intervalles ([b,~ + jc~, b~ + j ~  + c~[)o_<3<q,~+~ sont des ensembles  

deux ~ deux disjoints (voir [9] : il suffit de remarquer  que IIJ~ll >_ c~ si IJl < 

qn+l), et const i tuent  done une tour  de mesure  A~ = c~q~+l .  En posant  A(c~) = 

lim C~nq~+l, on sait que : 
n--+-l-oo 

LEMME 2.4: 
1 1 

z 5 + 2 7  

Remarquons  que A(~) = 1 si la suite des quotients partiels est non born6e. 

Pour  tou t  A E]0, A(~)], quit te  ~t prendre une sous-suite (encore not6e n), on peu t  

choisir une suite d 'ent iers  (h , )  telle que h,~ < %+x et lim~_~+~ hnc~  = A. Si 

(b~) est une suite quelconque de [0, 1[, on obtient  donc une suite de tours  adapt6e  

(r3Bn)]]3[<h,/2 a v e c  Bn = [bn,bn + an[. 
Un des probl6mes qu 'on  rencontrera  plus loin consistera h choisir les suites (bn) 

et (hn) p e r m e t t a n t  des majora t ions  opt imales  pour  chaque n. 

3. 

3.1 

par  

Cas d'un cocycle affine 

PREMII~RE M AJOR AT ION.  Soit/3 un r6el quelconque (non nul) et 8 d6fini 

r  = ~x  po,~r �9 ~ [0,1[. 

THI~ORI~ME 3.1: La multiplicitd de l'opdrateur associ~ g r au dessus de la 

rotation de a est f ind et major6e pa r  : 

fl 
-lr2 fo~(~)~/'~ ( ~ )  2 dt 

Preuve: Pour  tout  A <_ A(a) s t r ic tement  positif, on consid~re une suite de tours  

pour  la ro ta t ion  a ,  dont la mesure  An converge vers A, de la forme (TJBn)ljl<h~/2 

avec Bn = [bn, b~ + c~n[. C o m m e / 3  est un r6el quetconque, r poss6de en g6n6ral 

une discontinuit6 en 0. On suppose done que 0 n 'es t  pas int6rieur ~ la tour  (par  

exemple  b~ = 0). Dans  ee cas ~oT k est continu sur B~ pour  tout  Ikl < h,~/2, 
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et on peut  ~crire sur Bn : qoa(x) = Cjexp2in/3jx, oh C a est une eonstante de 

module 1, qui disparait dans le calcul de (1). I1 en dScoule les 5galit4s 

bl<h,~/2 
= E /T 'f'2d# /B exp2irc/3jxdX 2 

12l<h~/2 3 Bn • a n  

( s in  r~/3jan 2 

[ai<h,~/2 ~ r/3jan / 

cette quantit6 converge vers ~t~j.x~/2 s i n 2 _  7r~t/(w/3~)2dt, et on Avec le Iemme 2.3 

eonclut grgme ~ la premiere partie de la proposition 2.2. | 

3.2 MAJORATION SIMPLE DE LA MULTIPLICITE. 

COROLLAIRE 3.1: La multiplicit6 de l'op&ateur associd ~ un cocycle atone de 
pente /3 non nulle est major~e strictement par  1/31 + 1. 

Preuve: C'est  une cons6quence du %sultat p%c~dent. I1 sufl:it d'6tudier le com- 

portement  du majorant  pr6c~dent en tant que fonction de /3 (qu'on suppose 

positif). Posons 

/3 

Cette fonction ~tant d6croissante en A(a) il suflit d'avoir, d'apr~s le lemme 2.4, 

une majorat ion de [F(/3)] pour A(a) = A, avec 

l + v g  

2v/g �9 

On va montrer  que la difference A(/~) = F(/3) - 13 est strictement inf~rieure ~ 1 

d~s que/3 est assez grand. Pour les petites valeurs de/3, on montrera directement 

que F est majo%e par 2 strictement, d'ofi le %sultat. On a la majorat ion 

+0o sin 2 1 2 
I~)~/2 t2 t dt ~- - ~  + (r/3A) ------~" 

Comme 

~ +oo sin 2 t 
-~ dt = ~ / 2 ,  
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o n  3 l'in6galit6 : 

1 2 1 

(/o ) < + f +oo sin 2 t ~fix/2 sin 2 td  t 7rA 7r2A2 r 
A(fl)  r t ---7-dr t 2 2 1 

2 7rA r 

A est donc s t r ic tement  inf6rieur h 1 d6s que fl est sup6rieur s t r ic tement  5~ rio, 

f l 0  = 

donn6 par  

7~A i+ 

2 ~A 

Montrons  main tenan t  que F(fl)  < 2 pour  tout  fl _< fl0, c 'est-h-dire que 

fo ~rflA/2 sin 2 
t 2 t dt > ~r/3/4. 

Sachant  

il suffit que 

f ~flx/2 sin 2 t ~rflA 1 
dt > 

Jo - 2 9 

1 8 ( 2 A -  1) /3 2 < 
7r2/~3 : 

ce qui est bien v6rifi6 pour  fl inf6rieur/~ rio. 

4. Cas  des  f o n c t i o n s  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e s  

Nous proc6derons dans  cet te  par t ie  en deux 6tapes. On verra  d ' abo rd  le cas 

des cocycles absolument  continus de degr6 0, c 'est  h dire dont  l ' int6grale de 

la d6riv6e est nulle : dans ce cas on 6tablit  la simplicit6 spectrale  de l 'op6ra teur  

associ6. Nous donnerons  ensuite pour  les cocycles "de degr6 fl ", c'est-/~-dire dont  

l ' int6grale de la d6riv6e vaut /3,  r6el non nul quelconque, la m6me ma jo ra t ion  que 

celle du th6or~me 3.1 pour  les cocycles affines. Le th6or6me 1.1 est  alors 6tabli  

grs au corollaire 3.1. 

4.1 COCYCLES ABSOLUMENT CONTINUS DE DEGRI~ ZI~RO. On suppose  que 

r  -- r  = f :  r  oh r est une fonction int6grable avec f l  r  = O. 

THI~OREME 4.1: Les opdrateurs associds g un cocycle absolument continu, de 

degr~ O, au dessus d'une rotation ergodique, ont un spectre simple. 
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Prcuve: Comme l'hypoth~se s u r r  fait intervenir sa variation sur des intervalles, 

nous nous servirons de la seconde partie de la proposition 2.2. De plus A(c~) > 

1/2, et il suffira d'4tablir que 

/T / / B  dxdy lira E Ifl2dl ~ I~J(Y) - ~3(x)l - = O. 
~-'++~ ~ B~ ~ ~2n 

On a 

et 

L~ (x) - r  L = l e ~ '  (~) - e ~ ' ( ~ ) 1  

Ir 
Jy 

IT l IB  dxdy ~BJ fl2d# 

<-- 2~,~,<~h~/2 fT, . ffl2 d" L) r .d" 

Comme r est de moyenne nulle, le th4or~me ergodique ponctuel pour les 

fonctions L 1 montre que (1/j)r converge presque sfirement (et dans L 1) vers 

0, et on s 'attend ~ ce que fB~ Ir = o(j(~,~) = o(1). On s'aper~oit cependant 

qu'il y a un probl~me de choix de B~ pour que la convergence soit uniforme pour 

tous les IJl inf4rieurs ~ h~/2 : nous utiliserons donc la propri4t4 de convergence 

presque sfire des (1/j)W31 vers z4ro, qui permet d'assurer le rSsultat grs au 

lemme qui suit. | 

LEMME 4.1: Pour tout e > 0, on peut construire une suite de tours de la 
rotation (T3 B~)IjI<h./2, qui vdri~e, pour route fonction f normde : 

lim E fT  I f l2d#L Ir 
n-~+eo J B,, 

Ijl<h~/2 

Preuve: Soit ~ > 0 donn6, on note 5 > 0 tel que, pour tout borfilien C, on ait : 

,(c) < ~ 

Pour tout entier k, on d4finit 

s162 'Ld, < ~12. 

< ~ quel que soit j, ]Jl -> k} : 
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alors #(Ak)-----+k-,+~ 1. Choisissons k tel que #(Ak) > 0. Soit x un point de 

densit~ de Ak, il existe alors r], tel que pour tout  intervalle I contenant  x 

#(I) < r] ~ #( I , (Ak  n I)) < ~#(I). 

Choisissons alors une base Bn = [bn, bn + an[ telle que x soit dans Bn. Pour n 

assez grand on a a~ < ~ et B~ C]x - z], x + 7[. Par  consequent 

Pour  tout  entier IJl < k, d~s que 2kan < ~ on a 

,~ n Ii1< k Iq<k TtB'~ 

Si IJl -> k, on obtient  les in~galit~s 

fBn lr <- ;~nAk ]~))]d# W fB~ \A 'r 

<_ eljlan + / Ir 
Ju Iq<hn/2 T~(Bn \Ak) 

- 2 2 

Comme ~131<h./2 fT~B. Ifl2d. < 1, o n  en d6duit la majora t ion voulue. | 

4.2 CAS D'UN COCYCLE ABSOLUMENT CONTINU, AVEC AU PLUS UNE 

DISCONTINUITIS EN 0. On suppose encore que r est absolument  continu, et on 

note fl = f :  r off/3 est un r~el quetconque (non nul). 

THISORI~ME 4.2: Tout opdrateur au dessus de la rotation a associd ~ un cocycle 
absolument continu, et de degr~ fl non nul, a une multiplicit~ major~e par  

/3 

Preuve: L'id~e qui apparai t  iciest  de "recoiler" les cas precedents : on d~compose 

r sous la forme d 'une  somme d 'une  fonction absolument continue de degr~ z~ro, 

4 ~ et d 'une  fonetion affine de pente fl, Ca(x) -- ~x : 

= r 1 7 6  + 
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On note, pour une suite de tours donn6e, H~ (respectivement HZn, et H~ 

l'espace engendr6 p a r  {r (respectivement { qO- 31TJ B,~ }131< h~/2, 
et {~~ 1r,B.}l~l<h~/2 ), Si on prend une suite de tours pour laquelle l'expression 

(2.2) de la proposition 2.2, avec r  tend vers 0, on montrera que les normes des 

projections d'une fonetion norm6e I ,  7r'~I et r sur H'~ et H~, ont m6me limite. 

Dans ces conditions, il restera alors 5~ s'assurer qu'on peut choisir une suite de 

tours qui soit adapt6e simultan6ment aux deux cocycles : autrement dit, peut-on 

trouver une tour qui "6rite" 0, et qui soit encore adapt6e g r ? 

Reprenons la construction du lemme 4.1 : e 6tant fix6, la seule condition pour 

r  est que B,~ ='Ibm, b~ + an[ contienne un point de densit6 x de Ak. Pour que 

la tour convienne 6galement au cocycle affine, il suffit qu'elle ne contienne pas 0. 

Prenons alors un point de densit6 x de A k : si 0 n'est pas dans la tour de base 

[x,x + an[ et de hauteur h~, celle-ci convient ; sinon il existe j ,  IJ[ < h,~/2, tel 

que j a  E Ix, x + an[, et en prenant la tour d6finie avec bn = j a  - a~, on a bien 

x dans [bn, bn + a~[, et 0 sur le bord de la tour. La suite de tours 6rant ainsi 

d6termin6e, on v6rifie facilement que lim~_~+~ [I/ .f l l  2 - I I~f l l2[  _ 2~e:  

lira IIl~'.fll 2 [17r~fl] 21 1-i--~m I , 2 n-+'-"'-~ -- w_. n-.-~oo ll~n7rnfl] --]]Tr~nTTnfl]21 

- E  < lim 
n - - + o o  

13l<h=/2 

< lira y~. 
r t  --+ o o  

131<h~/2 

fT, B~ Ifl 2d/~ 2 ~o~d/ 2 

[fl2d# 
Jf JBf ~ [~O0(x)~O(Y) - 11 dxdy 

<..m ; 
n~c~ 151 /2 ~B~ 

_< 27re. 

Alors on obtient la minoration, valable pour toutes les fonctions f norm6es, 

t 2 lim []~rnfll _> lira []Tr{f[l=-2rre, 
n-4+oo n--++oo 

off e est un r6el positif quelconque. En utilisant le corollaire 2.1, on en d6duit 

imm~diatement que la majoration de la multiplicit6 est la m~me que dans le cas 

affine. | 

4.3 CAS D'UN COCYCLE ABSOLUMENT CONTINU PAR MORCEAUX. O n  con-  

sid~re un cocycle r absolument continu par morceaux admettant  une d6riv6e 

int6grable sur les intervalles off r est continu, avec N discontinuit6s X l , . . . ,  XN 
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(N _> 2), et ~ = f2 r On d~compose comme pr~cfidemment le cocycle en 

une somme de deux cocyeles, r = r  CZ o/1 r est absolument continu de degr~ 

0, et CZ un cocycle affine par morceaux et de pente constante/3 sur les intervalles 

o/1 il est continu. On peut 5noncer le r~sultat suivant 

THEORI~ME 4.3: Avec ces hypothbses, la multiplicitd spectrale de l'op6rateur 
associd ~i r au dessus de la rotation de a,  est major~e par  

- dt 
7r d o 

o/~ ,~ = A(N, c~) = max (NA-(~), 1 ) .  

Preuve: La majorat ion vient du calcul sur CZ, qui s'effectue comme dans le cas 

affine, d~s que les tours considSrSes ne eontiennent pas de points de discontinuit~ : 

pour eela il faudra r~duire les largeurs ou les hauteurs initiales. Le "recollement" a 

part ir  du lemme 4.1 avec r est un peu d~licat, car les tours ~vitant x l , . . . ,  XN 
sont limit~es : le choix d 'un point de densit~ devient done important .  

4 . 3 . 1  M a j o r a t i o n  a v e c  A = 1/N 

On reprend la construction du lemme 4.1. Soit une tour de base Bn = [bn, bn + 

an[, et de hauteur h~ < qn+l. La mesure de l 'ensembte des b~ tels que cette 

tour contienne xl est ~gale s A~ = a~h~. Alors, si 7)n est l 'ensemble des points 

bn tels que la tour associ~e ne contienne aucun point de discontinuitY, on a 

#(T~,) > 1 - N A n .  Soit 0 E]0, 1[, on choisit une suite ( h n )  telle que NAn converge 

vers 1 - 0, et k un entier suffisamment grand pour que #(Ak) _ 1 - 0/2 : alors 

(79n N Ak)neN est une suite d'ensembles dont la mesure est asymptot iquement  

plus grande que 0/2, ce qui permet de dire que #(lim~eN ~)n I'l Ak) ~ 0/2. Quitte 

remplacer (bn, a~, h~) par une sous-suite, on peut trouver un point de densit5 

x de Ak tel que 

x E  A :Dn A Ak. 
nEN 

Les tours de base Bn = Ix, x + an[ et de hauteur hn ne poss~dent par consequent 

aucune discontinuitY, et x est dans Bn- Cette suite de tours v~rifie done l'in~galit~ 

du lemme 4.1. Comme de plus An converge vers (1 - O)/N, la majorat ion est la 

m~me que dans le cas affine avec A = (1 - O)/N ; et en prenant la limite quand 

0 tend vers 0, on obtient le r~sultat avec A = 1IN. 
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4.3.2 M a j o r a t i o n  avec  A = A(a ) / (N  - 1) 

Toujours dans le cadre du lemme 4.1, on consid~re d 'abord une tour de base 

B,~ = [bn,bn + an[, et de hauteur hn telle que An = a,~hn converge vers A(a). 
3 i On dira que la tour (T Bn)bl<h,/2 est une sous-tour de la tour de base Bn et 

de hauteur hn, si h~ < hn et B~ C Bn. Alors, d~s que B~ contient un point 

de densit6 x de Ak (fix6 ult6rieurement), le lemme 4.1 s'applique pour n ' importe  

quelle suite de sous-tours des tours de base B,~ et de hauteur hn. I1 s 'agira done 

ici de determiner dans un premier temps une base B,~ convenable, puis de choisir 

une sous-tour optimale qui ne contienne aueun point de discontinuit6 (m6me si 

sa base ne contient plus x). 

Soit 0 E]0,1[, on appelle 79~ l'ensemble des points b~ tels que la tour 

(T~[bn,b~+ Oan[)-h~/2<3<-hn/2+Oh~ eontienne xl.  On a p(Z)n) = 02A~, et en 

ehoisissant k assez grand pour que #(Ak) > 1 - 02A/2, on peut comme dans le 

cas pr6c6dent, quitte/~ prendre une sous-suite, trouver un point de densit6 x dans 

Ak tel que Xl appartienne aux tours (T3[x,x + Oc~[)-h,,/2<3<-h,~/2+Oh~. Nous 

obtenons done une suite de tours de base B~ = Ix, x + a~[ et de hauteur h,~ pour 

qui le lemme 4.1 s'applique. 

Consid6rons ~ pr6sent un second point de diseontinuit6 x2 : 

Si x2 est dans la sous-tour (T;[x,x + Oan[)bl<h,~/2, ou en dehors de la tour 

principale, alors on eonsid6re la sous-tour de base B~ =Ix + 0an, x + a,~[ et de 

hauteur hn qui ne contient au plus que N - 2 points de discontinuit6s. Sinon x2 

est dans la sous-tour de base Ix + 0a~, x + c~n[, et de hauteur hn. Alors il existe 

IJl < hn/2 tel que TJx2 appartienne k [x + Oc~r,,x + an[, et on choisit comme 

nouvelle base B" = [T~x2 - c~,T3x2[: on a toujours x dans B~, et xl dans 

les Oh~ premiers 6rages de la tour de base B~ et de hauteur h,~. La sous-tour 

(T J Bn)bl<h,/2 , '  off h~' = hn(1 - 28), ne contient donc plus que N - 2 points de 

discontinuit6. 

En projetant  maintenant  ceux-ci sur la base, on d6compose B~ en N -  1 

intervalles, dont le plus grand est de longueur sup6rieure ~ an(1 - O)/(N - 1), et 

qui d6finissent chacun les bases de sous-tours de hauteurs supfrieures ou 6gales 

hn(1 - 20) sans points de discontinuit6. On peut done choisir une suite de sous- 

tours, 6vitant X l , . . . ,  XN, qui permet  le caleul de la majorat ion de la multiplicit6 

avec A > lim hn(1 - 2 0 ) a n ( 1  - O ) / ( N -  1) = A(a)(1 - 8 ) ( 1  - 2 0 ) / ( N -  1), ee qui 

donne le r6sultat cherch6. | 
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5. Cas d ' u n e  fonc t ion  h va r i a t i on  bo rn~e  

Soit r  cocycle ~ variation born~e, qu'on pourra supposer continu ~t droite, 

alors pour y < x, r - r = u(]y, x]) off u est une mesure borflienne finie. 

On note Var(r = I"1(10, 1]). La diff6rence par rapport ~ la partie pr6e6dente 

r6side dans le fait qu'on n'a plus iei le th6or6me ergodique pour la d6riv6e de r : 

il faudra done travailler directement sur la variation totale du cocycle, ce qui, 

bien stir, donnera une majoration moins fine qu'auparavant. 

THt~ORI~ME 5.1: Sir  est un cocycle A variation bornde, alors la multiplicitd de 
l'op~rateur associd au dessus d'une rotation de c~ est m@or6e par 

max(2,2~Var(r  

De plus le spectre est simple si on a l'in~galit~ 

Var(r < 

Remarque: La fonction de ~(c~) ci-dessus eroit dans [3(3v/5 - 5)/27r, 3//7r], ce 

qui permet d'avoir une simplicit6 spectrale pour tout ~ lorsqu'on a l'in~galit~ 

Var(r < 3(3V~ - 5)/2~r (de l'ordre de 0.81). 

Preure: Pour simplifier les notations, on 4crira u g la place de sa valeur absolue. 

On a pour tout (x, #) et pour tout j positif : 

j - 1  

I~,(x) - ~,(Y)I -< ~ I~oTk(x) - ~oTk(Y)I 
0 

3-1  

< 2~ ~ CoT ~(~) - CoT ~(y)l 
0 

'-'to I <_ 27r E dt'~ " 
0 t J y  

On note Bn = [bn, bn + an[ (intervalle du cercle unit4), off bn est a priori quel- 

conque (on se r~serve le choix d'une translation sur la tour). On choisit ~galelnent 

hn _< q~+l tel que An = hnan converge vers ~ inf4rieur ou 4gal g )~(a). On tra- 

vaille alors sur l'in~galit4 (2.2) de la proposition 2.2, et on cherche done g majorer 

l'expression : 

dn = ~ Ifl2dl~j I~o,(y) ~(x ) l  �9 
t.~l<h,U2 ,B~ ~ ~2 
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En 6crivant dn = d 0) + d (2), off dl 1) est la somme pour  les indices n6gatifs, et  

d (2) le reste, on a l e s  in6galit6s suivantes pour  d (1) : 

, . . ,  •  x fT ]fl2d# dvoT_k(u) dxdy 41) < 2,, Z 
.7=0 k=l  

_< 47r 
3=0 k=l  n 

<_ 4~" 
k=l  \ 7= k n 

Or, on peut remplacer l'int6grale de Ill ~ sur (hn/2 --Ikl) 6tages cons6cutifs de la 

tour p~r ~(1/2 - N / h ~ )  pour tous les Ikl inf~rieurs/~ hn/2. En effet: 

hn/2] 1 k~  [h,/2] k~=l ()~(7 an- Z - - )  'f'2d~t)iB (~-bn)(~'n-~bn-U)dl/~ 
3= k -~Br~ ,~ Od.. 

- ]fl2dp dvoT-k(u) <-E h,,-E 
k=l  3=k n 

__< Var(r  sup .~(1 k._) __ [h~/2]iT~-. - I f l e d •  , 
O<k<h,~/2 h n  ~ -~Bn 3=k 

et cet te quanti t6 tend vers O, grgce ~ la remarque  suivant le l emme 2.2. On 

obt ient  f inalement,  en ma jo ran t  de m~me d (2), l 'in6galit6 

lira d~ < 
n-++c~ 

lim 47r,~ SB (u -- bn)(Ctn + bn - U) dvoTk(u). n.§ hn Z (hn/2-1kL) 

Pour  obteni r  la meilleure majora t ion  possible, il reste ~ choisir la suite des tours  

(T3Bn)Dl<hn/2 de fa~on h ce que le second membre  soit le plus pet i t  possible. 

Remarquons  que, u 6tant  une mesure  positive finie sur ~i" et G une fonction 

mesurable  positive, on a 

ff?db fTG(t-b)du(t)= f du(t) f G(b)db, 

et il existe donc b tel que : 

fT G(t - b)du(t) <_ u(~2) f~ G(t)dt. 
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En posant ici 

G~(b)- 42rA hn E (h~/2-1k[)g~~ off 
Ik l<hn/2 

b ( oL n - 
g (b) - b)  io, ol(b) ' 

o n  a 

/B (u - b)(an2 + b - u) duoTk(u) = fv g~~ b)d~(t). 
n OZn 

On en d~duit qu'il existe une suite (bn) telle que : 

f 
lim dn _< lim I Gn(t- bn)du(t) 

n--++oo n - + + o e J T  

< Var(r l ~  ./2 G~(b)db 

< 4~rA V a r ( r  ~-~+oolim ~1 fv E (h~/2- ]kl) g~oT-k(b)db 
Ik lKhn/2 

_< 47rAVar(r n-,+~li-~ ~1 fo~'~b(a~-b)db_~ff ~ (h,~/2_lkl) 
IH<h~/2 

_< 6 Var(r 

Finalement on peut appliquer la proposition 2.2 d~s que 7rA 2 Var(r < A, ce 

qui donne 

1 6 
m < A - ~A 2 Var(r pour tout A e]0, min(A(a), 7r va;-T r(r 

L'inverse de la fonction de A ci-dessus atteint son maximum, 3/(2rrVar(r en 

3/(7r Var(r d'oh si A(c~) _> 3/(~r Vat(C)), alors m < (27r Var(r Remarquons 

dans ce casque  le majorant est toujours minor~ par 2/A(c~) > 2 et on ne peut 

donc pas montrer de simplicitfi spectrale. 

Si A(a) < 3/(TrVar(r le meilleur majorant est r~alis~ pour A = A(a), et on 

obtient 
1 

m <  
- A(a) - ~rA(c~) 2 Var(r 

Comme rrVar(r < 2/A(c~), on a alors m _< 2/A(c~). On v~rifie facilement que 

2/A(c~) < 3 quel que soit c~, d'ofi m <_ 2, ce qui d~montre la premiere assertion 

du th~or~me. Dans ce cas la simplicit~ spectrale est d~termin~e par la condition 
A(c~) - A(c~)27r Var(r > 1/2, ce qui ~quivaut au second r~sultat du th6or~me. 
| 
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